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O Teorema de Green, transforma uma integral dupla (no plano XeY, por exemplo) numa
integral de linha (contorno da regido de integracdo) ou vice-versa.
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Consideremos uma regido R regular limitada
pelas curvas Cr:y =f(x)e C2: y =g(x),
ambas definidas parax entre x=a ex=5.

Para cada fun¢do U(x, y ), temos que
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HﬁyU(x, y)dydx = j IﬁyU(x, y)dy |dx - | [U(x,g(x))-U(x, f(x))]dx
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Entdo, por trocas de sinais, conseguimos

[[8,Ux, pydyax - [Ux, f (o) + [Ux. g(e)dx = [U(x,ppas + [UCx. e,

ou seja: _JjayU(x,y)dydx = IU(x,y)ch ,com C=C;U C;
R c

De modo analogo, se R também for regular limitada pelas curvas

Cs: x =p(y) e Cy: x = q(y) , ambas definidas para y entre y =c ey =d , para cada funcao

d
V(x,y), temos que ﬂaxV(x,y)dxdy = J.[V(‘I) - V(P)]dy = IV(x, y)dy + IV(x, y)dy ,

ou seja: JjaxV(x, y)dxdy = J.V(x, y)dy | comC=C;uCy

R C

Quando R nao for regular nas duas direcdes (OX e OY), podemos dividi-la em regides
assim regulares.

Numa s6 equagio, temos o enunciado do Teorema de Green

SeU,V, dVe oV forem continuas numa regido R (do plano XoY), entdo

”(@V—ayU)dxdy = [(Uax+vdy) = [[U.V].dS
R C C

-

com C = fronteira de R, de forma que R fique na esquerda quando percorremos C no
sentido de integragdo.



Exemplo:

Seja a fungdo F(x,y)=[x+2y° ,x*+3y]e

a curva C dada pelo bordo do quadrado [ 0, 1 1%, z=0.

Calcule a integral de linha ICF .dS para a curva orientada no sentido anti-horario.

Solucio (sem usar o Teorema de Green):
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Parametrizando os segmentos:
Ci:[t,0],0=t<1
C:[1,t],05t<1
C:[1-t,1],0<5t<1
Cy:[0,1-1],0<5t<1
Calculando os vetores tangentes:
as;:[1,0]dt,0<t<1
as,:[0,1]dt, 0<t<1
as;:[-1,0]dt, 0<t<1
as,:[0,-11dt, 0<t<1

Calculando a fung@o em cada parte da curva:
Cp: F.dS=(x+2y)dt =tdt,0<t =<1

Cof(t)=0+3y)dt =(1+30dt,0<t<1

Csf(t)=-(x+2y"dt =(t-3)dt,0st<1

Cof(t)=-CC+3p)dt = 3t-3)dt,0<t<1

Calculando cada integral:
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F.dS= {—} =12
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[[F.ds= [t+3L} =5
2 2,

tZ

F .dS = [ —3t} =-5/2
cs3 2 ,

2 1
F.dS= [i _ 3t} =32
c4 2 )

Solucdo (usando o Teorema de Green): J‘[x +2y°,x” +3y].dS = ” (2x—4y) dxdy =
C R

S C—
S C—y

1 1
(2x—4y)dedy = [[x* —4xy] dy = [[1-4y] dy=[y- 2y} =-1
0 0

Propriedades dos campos irrotacionais

1) jC V.dS independe do caminho C (V é conservativo )

2) IC V.dS = 0, para qualquer caminho C fechado
3) V =grad (F) para algum campo escalar F (Potencial de V)

B
4) £ V.dS = F(B) — F(4), onde F = potencial de V ou V grad(F).




